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Аннотация
Изучены локализованные состояния в нелинейной дефокусирующей среде вблизи дефекта, об­
ладающего внутренней структурой, который моделируется модифицированным дельта- 
функционным потенциалом. Задача сводится к решению нелинейного уравнения Шредингера 
граничными условиями нового вида. Показано, что возможно существование нелинейных лока­
лизованных состояний, порожденных связанными кинками. Структура и форма локализованных 
состояний определяется параметрами ангармонизма взаимодействия в среде и интенсивностью 
взаимодействия возбуждений с дефектом. Проанализированы низкоэнергетические нелинейные 
локализованные возбуждения и определены условия их существования.
Abstract
Localized states in a nonlinear defocusing medium near a defect with an internal structure that is mod­
eled by a modified delta-fimction potential are studied. The problem reduces to solving the nonlinear 
Schrodinger equation with boundary conditions of a new kind It is shown that the existence of nonline­
ar localized states generated by bound kinks is possible. The structure and form of the localized states is 
determined by the parameters of the anharmonicity of the interaction in the medium and the intensity of 
the interaction of the excitations with the defect. Low-energy nonlinear localized excitations are ana­
lyzed and the conditions for their existence are defined.
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Введение
Важное место в квантовой оптике и электронике занимают вопросы локализации 
возбуждений вблизи точечных или плоских дефектов, в слоистых структурах. В частно­
сти, явления локализации и рассеяния электромагнитных волн вблизи границ раздела ли­
нейных [1] и нелинейных сред рассматривались в [2-5], в близи границы раздела нелиней­
ных слоев в [6].
Во многих ситуациях возникает необходимость изучения особенностей локализа­
ции возбуждений обусловленных характером взаимодействия этих возбуждений с дефек­
тами, причем как линейных, так и нелинейных. Как правило, для теоретического описания 
таких явлений привлекались модели, в которых граница раздела как плоский дефект опи­
сывался двумя способами:
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1) требования непрерывности поля и его нормальной составляющей в плоскости 
дефекта [1];
2) короткодействующим потенциалом [3-6], который для одномерных моделей 
представляется в виде:
U(x) = U0 5(х), (1)
где 5-функция Дирака, Uo -  интенсивность взаимодействия дефекта с возбуждением 
(«мощность» дефекта), такая, что при Uo> 0 возбуждение отталкивается от дефекта, а при 
(Л) < 0 -  притягивается.
В [7] было показано, что учет активного взаимодействия волны с границей раздела 
сред приводит к возможности существования нелинейных интерфейсных волн в более 
широком диапазоне значений параметров среды, чем при пассивном взаимодействии. В 
этой работе, а также в работах [8 -12] рассматривались вопросы существования нелиней­
ных возбуждений в средах при наличии пространственной дисперсии. В [10-12] изучались 
особенности распространения нелинейных локализованных возбуждений и волн вдоль 
молекулярных цепочек. В [13] рассмотрены особенности взаимодействия локализованных 
состояний вблизи границы раздела нелинейных сред, и показано, что возможно существо­
вание нелинейных локализованных состояний, несимметричных относительно границы 
раздела сред.
В [14] была предложена модель точечного дефекта, обладающего внутренней 
структурой, описываемого модифицированным потенциалом, который учитывает влияние 
дефекта посредством не только ближайших соседей в решетке, но и вторых соседей в ко­
ротковолновом приближении, то есть при переходе от дискретной модели среды к конти­
нуальному описанию. Были рассчитаны коэффициенты прохождения и отражения линей­
ных волн в рамках такой модели, получен спектр квазилокальных состояний и соответ­
ствующая добавка к плотности состояний. Показано, что внутренняя структура дефекта 
приводит к возможности полного прохождения частицы. Установлено, что существуют 
два уровня энергии, отвечающие локализованным близи дефекта состояниям.
В [15] для линейного уравнения Шредингера с пространственной дисперсией при 
наличии упомянутого выше модифицированного потенциала была получена новая систе­
ма граничных условий. Показан корректный предельный переход к случаю среды без дис­
персии и короткодействующим потенциалом. Установлено, что при наличии точечного 
дефекта в среде с дисперсией при учете дальнодействующих сил межатомного взаимодей­
ствия возможно существование локализованных состояний двух видов симметрии с двумя 
типами затухания (монотонного -  обычные и осциллирующие -  обобщенные), а также 
квазилокальных состояний двух видов симметрии.
В [16] были полученные нелинейные локализованные состояния, описываемые ис­
чезающими на бесконечности солитонными решениями НУШ с модифицированным по­
тенциалом.
В данной работе будут получены новые решения НУШ с модифицированным по­
тенциалом.
Формулировка модели и основные уравнения
В [14, 15] изучалось резонансное рассеяние частиц, имеющих параболический за­
кон дисперсии, на двугорбом потенциале, который можно рассматривать как потенциаль­
ный кратер, обладающий квазистационарным уровнем энергии. В предельном случае при 
бесконечном увеличении глубины кратер может быть описан выражением, содержащим 
вторую производную дельта-функции Дирака. Подобная модель может описывать взаи­
модействие волны с точечным дефектом в среде с пространственной дисперсией при уче­
те дальнодействующих сил межатомного взаимодействия, на основе уравнения Шредин­
гера с модифицированным потенциалом:
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U(x) = U0b(x) + V0b"(x) , (2)
где Vo -  второй параметр дефекта, характеризующий интенсивность взаимодействия воз­
буждения с дефектом за счет его внутренней структуры.
Рассмотрим теперь взаимодействие нелинейных возбуждений, локализующихся 
вблизи дефектом с внутренней структурой на основе одномерного нелинейного уравнения 
Шредингера:
где т -  эффективная масса возбуждения, потенциал описывается выражением (2 ) и 
параметры нелинейности по разные стороны от дефекта:
Если рассматривать только стационарные состояния с энергией Е, то подстановка 
волновой функции в виде v|/(x,?) = \|/(х)ехр(-/К) в (3) приводит к стационарному НУШ:
к которому добавляются краевые условия сопряжения на дефекте в точке х=0. Первое кра­
евое условие соответствует требованию непрерывности волновой функции в точке распо­
ложения дефекта:
Если непосредственно проинтегрировать уравнение (5) по х на малом интервале 
[-в; г] и устремить в к нулю (то есть проинтегрировать вблизи точки х = 0 ), то с учетом 
того, что производные волновой функции в точке х = 0 не являются непрерывными, полу­
чится условие:
Как известно, типы решений НУШ определяются знаком нелинейности. В отсут­
ствие дефектов (когда U(x)=0) в среде распространяются свободные солитоны. При отри­
цательной и всюду постоянной нелинейности g в этом случае существует одно решение 
НУШ вида х\)(х) = A !  c h q ( x - x 0), A 2 = q 2/m |gj, q2 = - 2 т Е , Е<0. При положительной и 
всюду постоянной нелинейности g существуют два решения НУШ: 1) при Е <0 
\|/(х) = A l s h q ( x - x 0) , A 2 =q2 /m g, q2 =-2mE, 2) при£>0 \\i(x) = A th q ( x - x 0) , A 2 = q 2 /m g ,
q2 =mE. В присутствие простого точечного дефекта локализованные состояния, порож­
денные первым и вторым решениями, были рассмотрены в [5]. Для случая дефекта с внут­
ренней структурой локализованные состояния, порожденные первым и вторым решения­
ми, были рассмотрены в [16]. Такие типы решений объединяет требование исчезновения 
возбуждения на бесконечности, то есть волновая функция должна удовлетворять условию 
на бесконечности: |\^ —> 0 при х —» оо. Решение третьего типа, называемое кинком, такому 
условию не удовлетворяет, однако часто применяется для описания различных физиче­
(3)
(4)
НУШ (4) с потенциалом (2) сводится к решению НУШ без потенциала:
(5)
vK-0 ) = vK+0 ) = v|/(0 ) . (6)
у (+0) -  у '(-0 ) = m{2U0\\f (0) + V0[Y(+0) + \|/"(-0)]}. (V)
Результаты и обсуждение
82 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ I p  Серия: Математика. Физика. 2017. № 20 (269), выпуск 48
ских явлений. Поэтому в данной работе будут изучены особенности локализации состоя­
ний, порождаемых кинками НУШ.
Для случая дефокусирующей среды нелинейность g(x)>0, поэтому далее g i 2>0 . Ес­
ли рассматривать возбуждение с энергией £>0, то оно описывается решением НУШ (5) в 
виде связанных кинков для рассматриваемого знака нелинейности:
v ( x ) - ( Althq(X~ X i),x < 0  (8)
[^ 42th^(x -  х2), х > 0
Подстановка волновой функции (8) в НУШ (5) дает выражения для амплитуд:
Л 22 = СГ  I т <Ам; (9)
и волновое число:
c f= m E .  (10)
Параметры хг (/=1,2) определяют положения максимумов возбуждений по разные
стороны от дефекта. Как и энергия Е, они определяются из краевых условий.
Подстановка (8) в краевые условия (6) и (7) приводит к соотношениям, связываю­
щим параметры среды, дефекта и возбуждения:
thqx2 = r|thqxY, ( 1 1 )
c/{csch2c/x2 -  csch2gXj} = m{V()q2 (2 -  tlrc/x, -  ihrqx2 )-[/„} , (12)
1/2где введено обозначение r|=(g2/gi) .
Таким образом, из соотношения (12) находится волновое число, которое позволяето
получить энергию как функция параметров Е=Е(т, Uo, Vo, r\, xi) по формуле E=q /т, а со­
отношение (11) тогда определяет параметр хг. Поэтому, решение (11) является однопара­
метрическим локализованным состоянием с одним свободным параметром, в качестве ко­
торого удобно было выбрать x i.
Действительно, используя (11), из уравнения (12) можно исключить параметр хг, в 
результате чего (12) примет вид:
(/{(l-r^thgXj + (1 / г) — l)cth^Xj} = m{Vnq2 [2 — (1 + rp )th2^ Xj ] — Un}. (13)
Можно рассмотреть такое состояние, в котором параметры волновой функции (8) 
связаны условием: xi = хг = хо. Такая ситуация реализуется в среде, в которой везде одина­
ковый ангар монизм: gi = g2, то есть когда г|=1, что следует из (11). В этом случае соотно­
шение ( 12) примет вид:
2V0q: = t /0chV o, (14)
Для малых энергий локализации возбуждений, когда qxо «  1, из (14) получается 
волновое число q =Uo/2Vo. Тогда энергия состояния определяется в явном виде:
E=Uo/2Vom. (15)
Так как рассматриваемое возбуждение имеет энергию Е>0, то из (15) следует, что 
для существования такого состояние должно выполняться одни из двух требований: 1) 
(Л) > 0 и V{) > 0 или 2) IЛ) < 0 и V{) < 0. Другими словами, оба параметра интенсивности вза­
имодействия дефекта с возбуждением должны иметь одинаковые знаки.
Если рассматривать локализованные состояния, для которых положения максиму­
мов возбуждений расположены симметрично относительно дефекта, то есть когда
Х2= -  xi = -хо, то соотношение ( 12) примет вид:
2g/sh2gx0 =m{2Vaq2/ch2qxa -£/„}. (16)
Для малых энергий локализации возбуждений, когда qxо «  1, из (16) получается 
энергия в явном виде:
Е = (U0 / 2V0 +1/2 mV0x0)f т. (17)
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Так как рассматриваемое возбуждение имеет энергию Е>0, то из (17) следует, что 
для существования такого состояние должно выполняться одни из двух требований: 1) 
Vo > 0 и Uo >~ 1 !тхо или 2 ) Vo < 0 и Uo < -1/тхо.
Видно, что для такого вида состояний параметра интенсивности взаимодействия 
дефекта с возбуждением могут иметь разные знаки, что, в свою очередь определяется зна­
ком положения максимума возбуждения хо. Следует также отметить, что низкоэнергети­
ческие состояния симметричного вида существуют в более широком энергетическом диа­
пазоне, чем состояния несимметричного вида.
Если рассматривать несимметричные локализованные состояния, то в случае ма­
лых энергий локализации возбуждений, когда qxt «  1 , из (1 1 ) следует связь положений 
максимумов X2=r|Xi. С учетом этого из (12) в данном случае можно получить энергию в 
явном виде:
Е = {U0+(l — r\)/2mx1}/2mV0. (18)
Из (18) при г|=1 получается (15), а при г|=-1 (17).
Из (13) при Vo = 0 для простого дефекта, не обладающего своими степенями свобо­
ды, следует выражение:
q{csdh2qxl — csch2gx2 } = m U 0. (19)
В этом случае не реализуется состояние, в котором xi = хг, а может существовать 
состояние с симметрично расположенными относительно дефекта максимумами возбуж­
дений при Х2= -  xi = -хо. Энергия такого состояния определяется из соотношения:
2qcs ch 2 qx,, = т (/,,. (2 0 )
В предельном случае при qx о «  1 из (20) можно получить энергию:
Е  = 3(1 / mUuxu -1 ) /  2тх2. (21)
Следовательно, учет внутренней структуры дефекта приводит к видоизменению 
формы возможных нелинейных локализованных состояний и области их существования.
Заключение
В данной работе показано, что в нелинейной дефокусирующей среде вблизи дефек­
та, обладающего внутренней структурой, возможно существование локализованных со­
стояний, порожденных связанными кинками НУШ. Вследствие взаимодействия возбуж­
дений с дефектом кинки НУШ не являются независимыми.
Математическая формулировка модели для описания дефекта с внутренней струк­
турой потребовала использования модифицированного потенциала, содержащего произ­
водные от дельта-функции. НУШ с таким потенциалом сводится к НУШ без потенциала, 
но с новыми краевыми условиями.
Получено решение сформулированной контактной краевой задачи с такими усло­
виями. Для низкоэнергетических локализованных нелинейных состояний получены вы­
ражения для энергии в явном аналитическом виде.
В рамках рассматриваемой модели можно утверждать, что возможно существова­
ние нелинейных локализованных состояний нескольких видов симметрии. Учет внутрен­
ней структуры дефекта приводит к видоизменению профиля нелинейных локализованных 
возбуждений и области их существования.
Полученные в данной работе результаты дополняют проведенные в работе [16] ис­
следования особенностей локализации нелинейных возбуждений в средах с дефектами.
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